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Exercise 1
Sei V ein k-Vektorraum und p ∈ Endk(V ) eine Projektion, d.h. p2 = p. Zeigen
Sie:

(a) V = ker(p)⊕ im(p).

(b) q = idV −p ist ebenfalls eine Projektion.

(c) ker(q) = im(p) und im(q) = ker(p).

(d) q ◦ p = 0 = p ◦ q.

(e) Ist V = U ⊕W , so gibt es eine Projektion r : V → V mit ker(r) = U und
im(r) = W .

Exercise 2
Sei A = (aij) ∈ Matn(k) für einen Körper k. Dann ist die Spur ,tr(A), der
Matrix A definiert als tr(A) :=

∑n
i=1 aii

(a) Zeigen Sie daß die Abbildung

φ : Matn(k) → k

A 7→ tr(A)

eine k-lineare Abbildung ist

(b) Im Fall daß A ∈ Matn(R) A = AT und A2 = 0 gilt A = 0

(c) Gilt tr(AB) = tr(A) tr(B) für alle A,B ∈ Matn(k)?

(d) Zeigen Sie daß es keine Matrizen A,B ∈ Matn(k) gibt die AB−BA = En

erfüllen.

(e) Zeigen Sie daß der Vektorraum {A ∈ Matn(k) : tr(A) = 0} Dimension
n2 − 1 hat.

Exercise 3
Sei k ein Körper und V ein endlich dimensionaler k-vektorraum, n = dimk(V ).
Sei f ∈ Endk(V ) mit rg(f) = 1 und rg(f2) = 0. Zeigen Sie:

Es existiert eine Basis B von V so daß die Matrix B(f)B = MB
B (f) = (aij)i,j

bis auf den Eintrag a1n = 1 nur aus Nulleinträgen besteht.
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Exercise 4
Betrachte die Q lineare Abbildung

f : Q2 → Q2

v 7→
(

v1 + 4v2
−v1 + 5v2

)
Bestimmen Sie die darstellende Matrix B(f)B von f bezüglich der Basis

B =

{(
2
0

)
,

(
1
1

)}

Exercise 5
Sei k ein Körper und V ein k-Vektorraum. Sei f ∈ Endk(V ). Zeige: Ist f2 =
0 ∈ Endk(V ), so gilt dimk(ker(f)) ≥ 1

2 dimk(V ).

Exercise 6

Sei B =

(
1 1
0 1

)
∈ Mat2(k). Beweisen Sie für alle n ∈ N

Bn =

(
1 n
0 1

)

Exercise 7
Beweisen Sie für alle n, k ∈ N, X ∈ Matn(k), A ∈ GLn(k) gilt dier Identität:

(AXA−1)k = AXkA−1

Exercise 8
Seien V und W endlich dimensionale Vektorräume und f ∈ Homk(V,W ). Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

(a) rg(f) = rg(f∗).

(b) f injektiv =⇒ f∗ surjektiv

(c) f surjektiv =⇒ f∗ injektiv

(d) f∗ = 0 =⇒ f = 0
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